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Clasa a IX-a

Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzator.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Puncta
problemei
L a) Presupunem prin reducere la absurd ci existi q € R
astfel incat n+1=n-q?, aeN"sin+2=n-q°,be N*,a=b. 1p
Ridicand prima relatie la puterea b si a doua relatie la puterea a,
obtinem:
b b
(n+1) e si(n+2Ja:qa'b:>(n+lj :(n+2ja. 1p
n n n n
Daca a<b atunci (n + l)b =n°-2 -(n + 2)a = n+2/n+1 (fals).
1

Daca a>b atunci (n+1)b ~na_b=(n+2)a = P
n+1/n+2 = n+1/1= n=0 (fals)
b) Fie (a,) ., progresia 1,59,13,... =& =1Lr=4; .

- p
a, =1+4-(n-1)=4n-3;
Fie (by )., Progresia 4,15,26,37,.... = b;=4, r=11, 1p
b,=4+11-(n-1)=11-n-7
Determinim m,n € N* astfel incat a,=b,, < 4n-3=11-m-7 < 1p
4-(n+1)=11-m=4/m=>m=4-k, ke N* sint+1=11-k =
n=11.-k-1L ke N".
Temenii comuni sunt: a;q.,_1=b4, =44 -K-7. 1p

Deci, sirul ¢, = 44-k-7,k e N* formeazi o progresie aritmetica
pentru ca ¢y, — ¢, =44, (V)keN",
r=44,
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b)Notam a= ‘x-\5+ 6 2~|y|2;
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Ecuatia devine: [a]+3-{b}=2,5<:>[a]=2,5—3-{b}; )
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Metoda 1.
ST =SM +MN + NT
L =
ST =SQ+QP+PT

— _ — _ — - — 2p
2-ST=(SM+SQ)+MN+QP+(NT+PT):>
2-ST = MN +QP;
Fie paralelogramul NMQI; 1p
Fie J mijlocul segmentului (P1);
2-QJ =QI +QP = MN + QP =2.5T = QJ = ST P
Dar AQIP este isoscel = QJ L Pl
QJ =ST — 1 eNP= MQ|NP = 1p
ST L PN

2p

MQPN este trapez isoscel = MQPN patrulater inscriptibil.




Metoda 2.

Fie MN APQ={0}. MS =SQ:>(%=%(OT/|+CTQ)
NT = NP:(ﬁ:l(WHﬁ)
2

ﬁzﬁ—@—E(ON +OP)—E(OM +0Q) (MN +QP)

Fie MN=PQ=x. Atunci MN —% .ON =—-ON si

ON
-2 op- X .0p,
oP ' OP
Obtinemﬁz;-(OP-(ﬂ+ON-@) (1)
2-OP-ON

Fie [ OL bisectoarea <NOP, L (NP).

Din teorema bhisectoarei rezulta ca &—% s
LP OP
ON
~ _ 1 OoP
OL = ON .ON+ oN .OP sau
—+1 +1
oP oP
_ OoP ON+ ON 0P o
ON +0OP ON +0P
(ON +OP)OL =OP-ON+ON-OP (2)
_ B , _ e x-(ON +OP) —
Din relatiile 1 si 2, obtinem ca ST=——=-0OL =
2-OP-ON

vectorii OL si ST sunt coliniari.

Dar ST L NP = OL L NP = OL este bisectoare si inaltime in

triunghiul AONP =ONP este isoscel.

Dar MN = QP si ON=0P = OM=0Q si conform teoremei lui Thales

MQ || NP, deci MNPQ este trapez isoscel = MNPQ patrulater inscriptibil.




Solutie: Se stie ca multimea numerelor prime este infinitd si notam p, al k-lea
numar prim din sirul numerelor naturale,

(de exemplu: p; =2, p, =3, p3 =5,...p; =17,...).

Un termen al sirului X,, are descompunerea in factori primi de

formap;*- py2- p3®-..- pk, unde oy, ay,..., a € N.

Orice divizor al sau este de forma pll31 : pgz : pg3 pEk ,

unde 0<B; < ai,(V)i € {1, 2,3,..., k}.

Deci, numarul divizorilor naturali este egal cu numarul k-uplurilor

de forma (By,B.B3,..-. B )-
Pentru fiecare i € {1,2,3,... k}, avem ¢i p; €{0,1,2,..., 04} =
B; ia valori in 1+o,; moduri.
Conform regulii produsului, se obtine ca numarul k-uplurilor

(Bl’BZ’BS""’Bk) este
(1+ al) : (1+ oy ) : (1+ 0L3)-... : (1+ oy ) s1 egal cu numdrul divizorilor
unui numar de forma

Pt paZe Pyt P
Cum orice termen x,, are exact 17 divizori, din egalitatea
(1+oy)-(1+ay)-(1+ag) ... (1+oy ) =17

obtinem ca existd un 1+ ;=17 = o =16, je {1,2,3...k}si

restul 1+ o, =1, (V)i # j, sau o =0,i # j,
deci x; = p}’.
Tn general, x, = p® (Obs. x, =17%),
Fie multimea A={p}ff, D D p}%},cu n e N*n <Ny <..<nNp.
Pentru ca 17 este numar prim, conform teoremei lui Fermat,
rezulta ca 17/py - py, (V)i €{1,2,3,...17)

sau 17/p,, (pﬁ? —1).

2p

1p




17
Implicatia directa: Stim ca S=Zpﬁ? nu este divizibila cu 17 si
i=1
presupunem prin absurd ca x; ¢ A.

Urmeaza ca bazele p,, # 17,(V)ie{1,2,3,...,17} si fiind numere »
prime nu sunt divizibile cu 17.
Ramane ci l?/(p}fi3 —1) (V)ie{l,2,3,..,17} siaceasta aratd cd S
este suma a 17 numere de forma M7 +1,
deci divizibila cu 17, fals. Presupunerea este falsa, x; € A.
2p

Reciproc: Daca x; € A, X; = 17%%, atunci suma S contine un multiplu
de 17 si restul celor 16 termeni din suma sunt, conform teoremei lui
Fermat, My7 +1 (pentru ca bazele p, ,cu n; =7, sunt numere prime diferite de

Deci, S=M; +16 nedivizibila cu 17.




